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Mestrado Integrado

Eng?@ Informatica MOtlvagaO

L(p—> @) =L(p > o)+ [ (P& © @) L(p < @)cos(N,, @)de
QS

e A equacao de rendering nao tem solucao analitica
e Os algoritmos de rendering calculam solucdes numéricas aproximadas
e S3o seleccionadas N amostras (direc¢des w,) do dominio de integragao (semiesfera)

e A contribuicao de cada amostra é adicionada ao resultado final com um determinado
peso, w;: o integral transforma-se numa soma

N-1 =
L(p _)a)r) — Le(p —)Cf)r)-l—ZWi fr(p’a)i (_)a)r)l—(p (_wi)COS(Np1a)i)
i1=0

e Aselecgdo de quais e quantas as direccdes a amostrar e qual o peso w; de cada
amostra determinam a qualidade e desempenho dos algoritmos de iluminagao global

Iluminagao e Visualizagao II




Mestrado Integrado ;e e s g
Quadratura numeérica deterministica

Eng?@ Informatica

Regra do rectangulo ;‘ S P
0 e | A
X, + X '
FOEC) X, %) = (% —X) T ( |—12 I j 2 1 g 1 =
4 |- . | Regra do trapézio
S e dand ) 1(6)
-2 -1 0 1 2 F(f ()’ Xi_1s Xi) - (Xi r Xi—l) = 2 I
Regra de Simpson : 0 1 2

F>(f(),X_,X)= (% _6Xi1) { f (Xi—1)+ 4 f (%) + f (Xi ):|
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Mestrado Integrado | Quadratura numeérica deterministica —
Eng? Informatica | Exemplo: método dos rectangulos

e O dominio é uniformemente subdividido em N subdominios de extensao h, [a, a,;+h[

e Para cada subdominio é calculado um estimador primario dado pelo produto da
extensao do dominio e o valor da func¢ao no centro do subdominio

e (O estimador final € a média aritmética dos estimadores primarios
2 4
4 X 4
| :L(x+2)dx:? +2x| =135

1 A

N=2;h=15a =1a =25 wrs /

f(%)=f(L75)=3.75 (l,,)=3*f(1.75)=11.25 7/

f(x)=f(3.25)=525 (l,,)=3*f(3.25)=15.75

v

<1>=1/*(11.25+15.75) =135 i
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Integracao Numerica Deterministica

Eng?@ Informatica

e Desvantagens:

— Alocalizacdao das amostras no dominio esta perfeitamente definida e nao varia

Isto implica que ha pontos do dominio da funcao que nao contribuem NUNCA
para o valor do estimador do integral

E se o valor da fungao nestes pontos variar significativamente?

NOTA: no contexto do rendering isto significa que as direc¢cdes a amostrar na
semiesfera estao pré-determinadas o que pode levar a ignorar direccdes
importantes

— Estes métodos implicam N amostras por dimensao.
Uma funcdo k-dimensional requer portanto N amostras

NOTA: O numero de dimensdes k num algoritmo de rendering é infinito
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Ray Tracing Classico

Eng?@ Informatica

A seleccao deterministica de um numero limitado de direc¢cdes de amostragem resulta em:

* Descontinuidades abruptas,
principalmente as resultantes de
efeitos de iluminacao

* aliasing

e Simulacao de um numero limitado
de efeitos de iluminacao
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Integracao de Monte Carlo: Formulagio

Eng?@ Informatica

e Obijectivo: calcular o integral de f(X) no dominio D:
| = jD f (x)dx

e O valor esperado de uma funcao aleatoria é o valor médio da funcao,
calculado sobre um conjunto de valores x pertencentes ao dominio da
funcao e distribuidos com probabilidade p(x):

E(f () =] () p(x)dx

e O valor esperado de uma funcao é aproximado pela média de um numero
de amostras aleatodrias - converge para o valor correcto quando o numero
de amostras se aproxima de infinito (Lei dos Grandes Numeros):

E(f(x»zﬁzf(xi)
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Mestrado Integrado
Eng?@ Informatica

Integracao de Monte Carlo: Formulagio

e Combinando estes dois resultados podemos construir um integrador

numeérico </> para estimar o valor do integral:
: 1 N
E(T(x) = | TO)p(x)dx zﬁz F(x)
i=1

f()p(x)dx 1 < F(x)

° o opx) N 5 P(X)
[food  ~= F %)
D N i=1 p(xl)

e Ointegrador é <I>:;ifpg';zl com |!|im<|>:|
i=1 i b

O integral pode ser estimado pelo somatdério pesado de amostras de f(x) geradas
aleatoriamente

Iluminagao e Visualizagao II .



Mestrado Integrado ~
Integracao de Monte Carlo: pistribuigso Uniforme

Eng?@ Informatica

1 & f(x)
f(x)dx=— ) —=
L 2 Niz_llp(xi)

e Este integrador numérico permite aproximar o valor do integral seleccionando
estocasticamente pontos (amostras) no dominio da funcao!

* Se adistribuicao de probabilidade usada para seleccionar os pontos de
amostragem € uniforme, entao todos os pontos tém a mesma probabilidade

p(X)=p,vx eD

* Ointegrador passa a ser:

1 N
|, f(x)dXzN—*p;f(xi)
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Mestrado Integrado

Enga Informatica Integracao de Monte Carlo: calculo de p(x)

e Distribuicao uniforme

b
p()=ci [ p(x)dx=1
b b
_[a cdx=1, cox| =1
c(b—a)=1
1 1

C=——— X) =
e p() ==

1 < b—a <
Jo F00dx~ T DT 06) = == 20 1 ()
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Mestrado Integrado
Eng?@ Informatica

Integracao de Monte Carlo: Distribuicio Uniforme

A
1.0

1. Escolha 2 numeros, x, € x,, entre O e 2

2. Anote os valores de f(x,) e f(x,) dados pelo professor

3. Estime o integral de f(x) usando a férmula abaixo (N=2)

Qual foi o erro da sua estimativa?

| I | |
[ ] | | >

0.5 1.0 1.5 2.0

[oreae= 2223 rn)
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Mestrado Integrado

Eng?@ Informatica

N*pi

1 < b—a
jD f (x)dx ~ ;f(xi):T

Integracao de Monte Carlo: quadratura

=1

O valor do integral é aproximado, para cada x;, por um volume cuja altura é o valor
de f(x;) e cuja largura é dada pelo tamanho do dominio de integracao (b-a)

24

X

4 4
I:L(x+2)dx:? +2x| =135

1

Xg =2 fixo) =1(2) =4 <lIp>=(4-1) f(x,) =12

X, =3,5 f(x;)="(3,5)=55 <l;>=(4-1) f(x; ) = 16,5

<I>=%* (<l,>+<I;>) =(12+ 16,5) / 2 = 14.25
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Mestrado Integrado

. Calcule a area da superficie escondida
Eng?@ Informatica

24 S
A= j03-[05 f (X, y)dxdy ~ W; f (Xi ’ y|)
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Mestrado Integrado

. Calcule a area da superficie escondida
Eng?@ Informatica

3¢5
Azjo jo f (x,y)dxdy = z*r* =7.0686

Iluminagao e Visualizagao II

15



Mestrado Integrado

3 . Integragﬁo de Monte Carlo: semi-Esfera Uniforme
Eng?@ Informatica

AMOSTRAGEM UNIFORME DA SEMI-ESFERA

L (p—> )= [ f.(p,o © 0)L(p < 0)cos(N,, ,)do,
QS

O angulo sdlido da semi-esfera é 2m, logo p(w)=1/ 2mn

Seleccionar as direccoes aleatoriamente
e seguir o raio com direccao

W, =(6,p)=(cos &, 27&,)

<Lr(p _)a)r)>:2Wﬂ-ZN: fr(p’a)| <_)(0r)|—(p (—a)i)COS(Qi)

Iluminagao e Visualizagao II
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Mestrado Integrado

Eng? Informatica Monte Carlo ray tracing

(L(p—>0))=L(p > @)+ Ly(p > @)+ 223 1,(p.0 > 0,)L(p ¢ 0)co5(6)

<L( p— a)r)> Radiancia reflectida por p na direcgdo w,
L.(p—w) Radiancia auto-emitida por p na direc¢ao w,

L,(p — ®,) Radiancia reflectida por p na direc¢do w, devida a iluminagdo directa

ZWEZN: f.(p, o <> o, )L(p < w,)cos(6,)

Radiancia reflectida por p na direc¢do w, devida a iluminacao indirecta
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Mestrado Integrado .
Monte Carlo ray tracing

Eng?@ Informatica

'V‘
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Mestrado Integrado ~
Integracao de Monte Carlo

Eng?@ Informatica

e Reducdo da variancia
— Forca bruta: Aumento do numero de amostras N
— Amostragem Estratificada
— Amostragem por Importancia

Iluminacao e Visualizacao II
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Eng?@ Informatica

4
| =j1 (X+2)dx =135

(X)=c ‘cdx=1 cx4—1 c—1 (x) =
PO =c, [ cdx=1eex] =lec=2,p() =

Valores para N=5

0,31| 1,93| 3,93
0,59| 2,771 4,77
0,61 2,83 4,83
0,09 1,27 3,27
0,15| 1,45 3,45

()= g (3,93+4,77+4,83+3,27+3,45)=1216 °

Iluminacao e Visualizacao II

Integracao de Monte Carlo: uniforme

3 N-1=4

<I>:—25 ;(Xi-l—z)

f(x)

4
3
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Mestrado Integrado

Enga Informitica Integracao de Monte Carlo: estratificagdo

e As amostras podem ser melhor distribuidas no dominio se este for
subdividido em subdominios disjuntos (strata) e o integral calculado
separadamente em cada estrato

A

[ *(x+2)dx = rni‘fl+rjn+(lx+ 2)dx

m=0 14+m

ki f( m,i)
1 |<m4 m-4|<-”?4 <I (X+2)dx> r;Jnm IZ; p(;(m,i)
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Mestrado Integrado

Enge Informatica | IMEEragao de Monte Carlo: estratificagdo

| : 2)d (x)=c _[4cdx loex] slecml (X) 3
— =C, =1 =1 =—, = —
J, (x+2)dx p()=c, | | O
Valores para m=N=5 (1 | tratum) 3"
=N= sample per stratum I e X _|_ 2

| & [ g | xi [ f(x)) | oy &

0,31 1 1,19 3,19 1 A

0,59 1,6 1,95 3,95 3 |

0,61 2,2| 2,57| 4,57 ;
0,09| 2,8 2,85 4,85
0,15 3,4 3,49| 5,49

(1) =2(3,19+3,95+4,57+4,85+5,49) =1324 °

1

Nota: 1=13,5 e <I>=12.16 com uniforme | | |
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Integracao de Monte Carlo: estratificacdo

Eng?@ Informatica

AMOSTRAGEM ESTRATIFICADA DA SEMIESFERA

L (p—> )= [ f.(p,o © 0)L(p < 0)cos(N,, ,)do,
QS

O angulo sélido da semiesfera é 2m, logo p(w)=1/ 2n

Seleccionar as direc¢des com M strata em 0 e N strata em :

Q’ — Cos—l él + J ’2 52 +Ij
0.v) ( 2w =
O integrador é:

IN-1

M —
e Zfr(p’a)i < o, )L(p < »;)cos(F,)
M AN 54

(L(p>w,))=
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Integracao de Monte Carlo: calculo de p(x)

Eng?@ Informatica

e Distribuicao uniforme

b b b 1 1
p(X)=C;I p(x)dx:l;_[ cdx=1Lcx| =Lc(b-a)=Lc=—"——< p(X) =
a a a b—a b_a

e Distribuicdo baseada numa funcao s(x)

0(X) = ¢5(x); jb o(x)dx =1 jb es(x)dx =1

cj:s(x)dx=1;c = — < pP(X) =

Iluminagao e Visualizagao II
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Integracao de Monte Carlo: importancia

Eng?@ Informatica

e Distribuicao de probabilidade uniforme : para seleccionar as amostras nao é usada
informacdo acerca do integrando, f(x);

e Algumas partes de f(x) contribuem mais para o valor do integral: aquelas onde o
valor de f(x) é maior;

e Se p(x) tem uma forma similar a f(x), entdo as amostra ficardo localizadas, com
maior probabilidade, nas partes mais importantes do dominio.

A A
flx) fx) Mas como

' ’ normalizar e
gerar amostras

com esta pdf?

14 p(x) ~ x
—————————— p(x)=1/3
| | | | | . |-
I I I I I o I -
0 1 2 3 4 s 5
Amostragem Uniforme Amostragem por Importancia
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ntegracao de Monte Carlo: importancia

Eng?@ Informatica

e Normalizar

2
p(x)=cx;c _[14 xdx =1;¢ =2/15; p(x) = %

e Para extrair amostras que seguem esta pdf:
1. Calcular a cdf: X

t cdf (x) = jp(x)dx j—dx—__ _

15 2 15

2. Inverter a cdf:

Iluminacao e Visualizacao II
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Integracao de Monte Carlo: importancia

Eng?@ Informatica

1.0 -4 —
1. Escolha2nimeros,£&5e €, entreOe 1l
Unia 2. Calcule Xg&X;ESando a formula abaixo
3. Anote os val6res de f(x,) e f(x,) dadespetoprafessor
0.5 4. Wlntegral de’f(x) usando a farhiutaZbaixo (N=2)
I
0.25 _'?’Repna 0S passos 2 a 4, com uma distribuicao unifarme
/' x=2*%¢ Qual foi o erro da sua estimativa?
- >
0.5 1.0 1.5 2.0

| 0 = x/2 >
j;%dxz%z ———§:>x 24/& If(x)dXN—Z

Iluminagao e Visualizagao IT
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Mestrado Integrado

Eng? Informtica Integracao de Monte Carlo: importéancia

4 ‘ x2 " 15 2x
I = _[1 (x+2)dx=13.5 p(x)=cx, chdx_1<:>c 3 l =lec= > p(X) = i
1 & (x+2)
Valores para N=5 <|>— T .221: 2%/ X, =+/19& +1
i p(x;) f(x;) 15
0,31 2.37| 0.316 4,37 f
0,59| 3.13 0.417 5,13 : N
0,61| 3.19| 0.425 5,19 A
0,00| 1.53| 0.204 3.53
0,15| 1.80| 0.240 3.80 :

1437 5.13 5.19 3.53 3.80
=1

2
+ + + J=14.29
5 316 417 425 204  .240 |

Uniforme e mesmos € <I>=12.16 0 i 2 3 zl; L

Iluminacao e Visualizacao II As amostras com maior probabilidade tém um peso menor (1/p(x))



Mestrado Integrado

Eng® Informatica Integracao de Monte Carlo: importéncia

L(p—> )= [ f.(po © 0)L(p < 0)cos(N,,®)do,
QS

Integrando é um produto: seleccionar um dos factores.
COSINE WEIGTHED IMPORTANCE SAMPLING:

p() = 0.y) = (sin™ & ,27&, )
_ 1< f(po © o)L(p < o) cos(6)
<Lr(p_)a)r)>_ﬁé Cos(eiy
7T

<Lr(p_)a)r)>:%2 f.(p,o < o )L(p< )

Iluminagao e Visualizagao II
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Mestrado Integrado .
Monte Carlo: bias

Eng?@ Informatica

e Quando parar a emissao de raios secundarios (path length)?

— Usar uma profundidade maxima fixa

— Quando a contribuicdao esperada de um raio é inferior a um dado limite

e Estes sao métodos deterministicos que afectam o valor do integral (bias)!

not biased biased
Lm<|>:| .Ligl<|>:|+g
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Monte Carlo: roleta russa

Eng?@ Informatica

e Definir a probabilidade a de terminar a travessia (ndo disparar um raio
secundario)

e Antes de disparar um raio gerar um numero aleatério, ¢, uniformemente
distribuido em [0, 1]

e Se ¢ <=0 entao nao disparar o raio

e Se ¢ >0 entao disparar o raio

e Uma vez que ha uma probabilidade a de nao disparar um raio, a
contribuicdo dos raios disparados deve ser multiplicada por 1/(1- a), para
compensar aqueles que nao sao disparados

L(p(—\P)z%(éSa 2 0:L(p <« ¥))
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